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[TpuponHO-MaTeMaTH4KH (aKynTeT Jou: 10.7251/HCK1311 046P

KAKO CE CTYJIEHTH YYUTEJbCKOT ITPOTPAMA OJTHOCE
IMPEMA MATEMATHYKOM JIOKA3Y 1 MATEMATHYKOJ
APTYMEHTALIAJHA
(JIMUHE OIICEPBAIIAJE)"*

Ancmpakm: YV 060j npezenmayuju pujed je o onuimem meopujckom noenedy Ha
mamemamuyku 0okas. Ilonyhena je jeOna ananuza oupeKmHoe u UHOUPEeKMHO2 O0KA3a Kojd
Ham omoeyhasa Oa caznedamo CMYyOeHMCKO HouMarbe oee epcme 0okasd. Awanusza ce
ocnara HA Meopujcke KOHCMPYKME 'KOSHUMUBHO jeOUHCMBo' u 'Mema-KoSHUMUYHO
JjeourHcmso' opeanuzayujckux, KOSHUMUBHUX U MeMmAaKoSHUMUSHUX axmopa y npoyecy
KOHCmpyucara npuxeammsueoe ookasa. Cem moea, y yumy 0yOmez pasymujesarsa
YCROCMAB/bEHA je Koperayuja ca meneoiomKuM, enucmemMuosiomKuM U KOMYHUKAMUGHUM
acnexmuma. Y o06om mooeny, npoyec 00KA308aibad Ce MOJiCE ONUCAMU NOCPEOCEOM
'oepanuuerba enucmemuonowKe axcHocmu', 'edhukacnocmu y 6esu ca nocmu3arem yusnba'
U 'KomyHuxayujom y cknady ca 3ajeOHuuKu npuxealenum npasuiuma’.

Kyune pujeuu u uspazu: ooxas, apeymenmayuja, KOCHUMUBHO jeOUHCMEBO,
MemaKkoSHUMUBHO jeOUHCMBO

YBoa

[Touynumo, kako ce BehMHM YMHM, OJ HajjeIHOCTaBHMjE€ CTBApH Y
ApUTMETHUIIH, TOYHIUMO O] TUTarbA:

Konuxo jel+1?

Jla nu je 1 marwe 00 2?

be3 pasmunubama, BehuHa ocoba KojumMa ce MOCTaBU OBO MUTAHE
onroBopuhe kpatko ca 'l+1 =2' u ca 'ma, 1 je mame ox 2'. Jla, To je Ta4yHO,
aJIM 0CTajy OTBOPEHA MUTambA!

(1) Kaxo mu mo 3namo? ,
(2) Kaxo hemo mo nposjepumu?

3pato49@homail.com
“Pan je Tpe3eHTOBaH Ha HAYYHOM CKyny ,,Caspemena wikona — ouneme u u3azoeu’,
[enaromxu dakynrer, bujessuna, 09.11.2012.



(3) Kaxo hemo opyee ysjepumu da je mo mauno?

AKO U3 MHTYUTUBHOT MPHUCTYIa Ka MOCTaBJbalby MHUTaka U Hyhema
0JIroBopa npehemMo y aHaIuTHYKH MPHUCTYII Ha HHX, CACBUM IPUPOIHO je 1a
MMaMo MOoTpedy J1a pazymujemMo ynorpedsbeHe cumboiie ' +'u ' ="' 1 mojam
'Mame' y TOCTaB/beHMM MUTamUMa M MoHyheHuM oxarosopuma. Jlakie,
cmujeacha nmurama cy: [llma cy cumbonu '+ (mnyc) u '=' (jenHako) u nojam
'Mame', ynorpeOJbeHH Yy TMPETXOJHUM MUTamUMa M MOHYhEeHUM
onroopuma? Y BehuHu ciaydajeBa, OJrOBOpH, KOje T00HjeMO, Cy Ha HUBOY
MHTYUTUBHOT Tpeno3HaBama Yy cibeaehem cmuciy: 'Tliyc' je cabupame
OpojeBa, 'jemHako' je jemaHKOCT a 'Mame' je Mame mehy OpojeBuma. [la nmu
Cy OBaKBU OJroBOpH HpuxBar/buBu? Jla, OHU Cy MPUXBAT/HMBH HAa HUBOY
Apyror pa3peaa OCHOBHE miKoje. Jla 1M cy mpuXBaTJbUBU Ha aKaJeMCKOM
HuBoy? To je HMBO 3a KOjU TpoIljjermyjeMo na Ou Tpebano a ce Halase
HaIllM CTYACHTH CTYIH]jCKOT IporpamMa 3a o0pa3oBame mpodecopa pa3peaHe
HacTaBe (yuutesbH). To je HUBO 3a KOjU MU, IPOJIa3HUM OIfjeHama y HhUXOB
WHJIEGKC,  CBOjUM  ayTOPHTETOM  YHHMBEP3UTETCKHX  HACTAaBHUKA,
MaTeMaThyapa U HCTpakhBaya MaTeMaTHYKOr 00pa3zoBama, MOTBphujemo
Jla Cy HaIlv CTYACHTH qocernynu? Jla im je To Oamr Tako?

[lonasuuum cTyaujckor mporpama 3a oOpa3oBame mpodecopa
paspenHe HactaBe (yduTeshba) MPETXOMHO Cy 'OQUIMjETHO' YCITjenTHO
OKOHYaJIM OCHOBHY U cpeamy IKoiay. CeM Tora, Ha OBOj CTYAM]CKOj TPYIH
MOKa3aJli Cy YCI[JeNIHOCT y OBJIa/IaBamy HJejamMa U ajJaTiMa MaTeMaTHKe Y
okBUpuUMa KypceBa Mamemamuxe I n Mamemamuxe 2. Ca mnotpedom
eKCTIOHUPakha MAaTEMaTHUKHUX 3HAmha KaKO Ha HUBOY WKOJICKe MAMeMamuKe
TakO U Ha HHUBOY MAameMamuykux 3HAard HEONXOOHUX pPeanu3amopumd
Hacmase mamemamuxke TIOJMA3HUIIM OBE CTYAMjCKE TPyIe Cy IMOJBPTHYTH
yHyTap Kypca Memoouka nacmase mamemamuke I. Ocum TOra, y
OKBUpHMa OBOI' Kypca Tpebano Ou Ja OBIanajy Memoouykum 3HaAreuUmMd
HEONnXO0OHUM peanu3amopuma Hacmagee mamemamuke Kao W mparehum
BjeIITHHAMA KOje Cy HEONXHHE 3a Ty peaju3allijy ajld U CIIOCOOHOCTHMA
pazymujeearba npoyeca KOHCMpYUcarba MamemMamudkux 3Harbd KO CBOJUX
Oyayhux yueHuka.

Y oBOM paay pujed je O OINIITeM TEOPUjCKOM TOrjeay Ha
MareMaTuuku Joka3. [lonyhena je jemHa aHanmu3a JUPEKTHOT W
MHAMPEKTHOI JI0Ka3a Koja HaM omoryhaBa ja carjiefamMo CTYJIEHTCKO
MOMMAarke OBE BPCTE JO0Ka3a. AHajm3a ce Ocama Ha TEOPHUjCKEe KOHCTPYKTE
'KOTHUTHBHO JE€JIJMHCTBO' M 'METa-KOTHUILIUTHO J€JJMHCTBO' OPTraHU3aIN]jCKHX,
KOTHUTHUBHUX W METAaKOTHUTHBHHX (aKTopa y TpOIecy KOHCTpyHCamba



npuxBaT/bUBOr jgokaza. Cem Tora, y HuWjby JyOsber pa3ymujeBama
YCIIOCTaBJbEHA j€ KOpeJnaluja ca TEJICOJOMKHM, EMUCTEeMUONIOIKAM H
KOMYHUKAaTHBHUM acCHeKTHMa. Y OBOM MOJETY, HpOIec JOKa30Bama Ce
MOJKE ONHUCATH TOCPEJCTBOM 'OrpaHHYCHa CMUCTEMHUOJIONIKE BaXKHOCTH,
'eUKaCHOCTH Y BE3H Ca IMOCTU3AkEM 1IMJba' U 'KOMYHHKAIMjOM Y CKJIaay ca
YCBOJEHUM COIIMO-MaTEMaTUIKUM HOpMama'.

MareMaTH4YKH 10KAa34 U IPUMjepu

[Ipucjeham0 ce pujeun Pona Mopama ca VYHuBep3urera Yy
Muuureny ,,...He MOCTOjU aJTOpUTaM 3a JOKa3MBame TBPIKH... . OBO je
Ta4HO, aJlM TO HE 3HAYM JIa je IOKA3UBakhE TBP/HH JbYJCKA JIjeTTaTHOCT Kao
IITO je YMjEeTHOCT Tako Jia camMO OHH ca MOCEOHUM JapOM MOTY H3BOJIUTH
nokase. Behuna noka3a koje Ou Tpebano Ja CTYAGHTH 3HAJy U MOTY
JEMOHCTPHPATH Ha EHIMKJIONEINjCKUM KypCceBUMa MaTeMaTHKE MOTY ce
pasBpcTaTH y HEKOJIUKO KaTeropuja. MHOTH O] BbHX Cy apryMeHTaluja 3a
o0pasiioxema Koje MOTPaxyjy ucKa3u o0IuKa:

(A) “3acBako X u3 nomena D, ako je P(x), tana jeQ(x)”,

o P(X) je 'xunomesa', a muo Q(X) je 'mocreouya / saxmyuax’.
Hcka3 (A) yoOudajeHo 3amucyjeMo Ha cibeehn HauuH

(B) [Hi,Hz, ....Hd] + (VX)(P(X) = Q(X))
npu yemy cum60i1 '+ ' uMTamo ,,MOXKe ce JACAYKOBAaTHU'‘, OJTHOCHO ,,]1a CE
JIEMOHCTpHUpATH™, Tj. ,, Aa ce mokazaru‘. 3ammc [Hi,Hy, ...,Hx] o3HauaBa
XUMOTe3€ YHyTap u3abpaHOT TEOPHJCKOT OKBHpa Koje omoryhaBajy
KOHCTpYKIHjy neaykimje. Jemoucrpanuja tBpame  (VX)(P(X) =Q(X)), Tj.
HEHA BaJbaHOCT, YHYTap HEKOT TEOPHjCKOT OKBHPA MOKE C€ apryMEHTOBATH
(Ha omuITe) NPUXBATIEUB HAYMH OUPEKMHO WIH UHOUPEKTHO.

[Mox oupemxnum ooxazom noapazymujeBamo cienehu Hu3 Gopmyna:

(1) [H1,H,, ...,H,] Xunorese

2 PX Xumoresa
k) A

@ A
i) A

(m.). Q(X) Tepama



Kao mro ce Buau, Ha IpBO MjecTo OBOT HHM3a (OpMysa CTaBJbaMO
CKYI MPETXOIHUX XHUIIOTE3a KOje JETEPMHHHIINY OKpYXKEHe Yy KojeM he ce
JeMOHCTpaluja aprymerToBat. Ha npyrom Mjecty je dpopmyia P(X), raje je
X TMpOW3BOJFHO H3abpaH TepM u3 jgomeHe DyHyrap koje ce Tperupa
BasbaHocT popmyie (A). Dopmyie Ay, Ay, ...,A;, ... 33710BoJbaBajy Oap jeqHy
on cineachux ommuja: (a) wim cy xumnotese, (0) WK Cy paHHje JOKa3aHe
dbopmyrie, (B) wiu ce o hopmyIia, Koje joj IpeTXo/ie y ToMe HU3Y, 1o0ujajy
Mo paBWiIy 3ak/pyurBamba Modusponens' (t3B. 'mpasuno oodsajarsa’)(O
eJIEMEHTHMAa MaTeMaTH4Ke JIOTUKEe Moxe ce Hahu, Ha mpumjep, y Kiburama
Pomano, 2005 wm Pomano, 2008). Ha mocinenmeM MjecTy y OBOM HHU3Y
dopmyna je dopmyna kojy Tpeba mokazatu. Ako je HU3 dopMmyna T00po
aprymMeHToBaH, U Oynyhu na je Bapujabia X Ouia 1mo BoJbM H3alpaHa y
nomeny D, Taja je Taj HU3 MPUXBATJEUB Kao JeMOHCTpalmja Gpopmysie (B).
[IpeunsHuje, IeMOHCTPUPATH CMO MOTYNHOCT JJOKa3MBamba

[H1,Hz, ....H], P(X) +Q(X)

Konauno, Ha ocHOBY Teopema o dedykyuju (IOTIeNaTH, HA IPUM]eED,
y Pomano 2005 unu Pomano, 2008), umamo

[Hi,Ha, ...H] r (VX)(P(x) =Q(X))

Tpumjep 1: Axo je 538+53 = 591, mada je 537+54 = 591.

JeMoHcTpanuja: AprymMenraunmja

(1) 538+53=591 Xwumoresa

(2) 538+0+53=591  CgojcrBo mujenor 6poja 0 ynpommperom nonynpcreny NU{0}
(3) 538+(-1+1)+53=591 Jep je 0=1-1=-1+1 y npommpenom nonymnpcreny NU{0}
(4) (538-1)+(1+53)=591 Oco6unHa aconujaTUBHOCTH aauiuje y noaynpcrenyN

(5) (538-1)+(53+1)=591 Oco6rHa KOMYTATHBHOCTH auinje y momynpcreryN.

Jakite, mpeMa TeopeMy AeayKIHje, IMaMo
(6) (538+53=591)=(537+54=591).(TBpama Kojy je TpeOaIo 10Ka3aTH.)

Komentap. Ilpema yoOuyajeHO] HpakcHM Yy HalIUM IIKOJaMa,
NPETXOAHUM NPUMjepoM (M HEHY CIMYHUM) ,JJ0Kazyje” ce apuTMETHUYKU
3aKOH O cTajgHocTW 30upa 1Ba mnpupoana Opoja. (Ilog TepmuHOM
,,JJ0Ka3yje MUCIIM ce€ Ha T3B. HEMOTIYHY MHIUKIIN]Y KOja c€ OOMIIaTO, HaKO
MOTPENIHO, KOPUCTH Yy HWXKAM pa3pelruMa OCHOBHE IIKOJe 3a
JeMOHCTpHpamke AapTUMETUUKHX IMpaBuia). VcmpaBHOCT MpeTXOjaHE
MMIUIHKAIMje BpHjeld Ha HUBOY MHTYUTUBHOT pa3yMHjeBamba UMILTUKALIM]e
J€p Cy U XHIOTe3a U KOHCKBEHT TayHe TBP/hE YHYTap apUTMETHUKE.



Mana reHepanusanyja mnperxonHe TBpame je: Heka je mar 30up
538+53 = 591 u Heka je X npupoaan O6poj Mamu ox 538 (1j. X< 538) na 6u
pesyarar oay3uBama 538 — X Owo npupoman Opoj). Craenehu Hus
JEIHAKOCTH j€ JTI0Ka3 MMILUIUKAITH]e

(538+53 = 591) =((538 — x) + (53 + X) = 591).

JeMoHcTpanuja: AprymMeHTanmja
(1) 538+53=591 Xwumoresa
(2) 538+0+53=591  CsojctBo 1Hjenor 6poja 0 y mpommpenom monynpererny NU{0}
(3) 538+(-x+x)+53=591 Jep je 0 =X —X =-X + X3a 6u110 KOju pUpPoOIaH O6POj X
(4) (538—x)+(x+53)=591 Oco06rHa acoUUjaTHBHOCTH aaulyje y moaynpcreny N
(5) (538—x)+(53+x)=591 Oco0OuHa KOMYTaTOBHOCTH aauilHje y monynpcteny N

(6) (538+53=591)=>((538-x)+(53+X)=591)

Huje Temko yountn na y rope M3HECEHOM 3aKJbY4HMBaly HHUITIjE
HUCy KopuiuteHu OpojeBu 538 u 53. To, kao mocrmeauiyy, uUma Ja
MIPE3EHTOBAHO 3aKJbYUHBAC BPUjEIH U 32 OWIIO KOje apyre OpojeBe.

Jla Ou HanpaBHJIM T€HEPAIHM3AINAjy OBE apUTMETHUYKE UMILTUKAIIH]E,
HEOITXOJHO je Ja MPOUIMPUMO OKpPYXKEHE MoCMaTpama HMIUIHKanmje. M3
aput™eTrke npehu hemo y pany anre6py. Heka je mar 36up ¢ = a + b
NpUpPOJHUX OpojeBa @ u b 1 Heka je X OMJI0 Koju pUpoiaH Opoj MambH o1 a
(Tj. x<a). ITonoBuhemo 3aksbyunBarme n3HeceHo y auaujama (1) — (6) u npu
tome hemo umjecto Opoja 538 mmcaru a, a ymjecto Opoja 53 nucahemo b.
[Ipema Tome, Kao pe3yaTaT 3aKJbydnBarmba J100MjaMO UMILTUKALIH]Y

(a+b=c) = (x<a)((a—x)+(b+x) =c).

JIoOOMBEHOM HMIUIMKALMjOM, HAa HHUBOY UIKOJICKE MaTeMaTHKe,
pernpe3eHTyjeMOo MPUHIIUI CTATHOCTH 30upa J1Ba Opoja y apuTMETHIIH.

Anammza koja ciujenu  ogHocu ce  Ha  CTemHOpHMHIOB
enucremMuonomk Tpoyrao (O CTeMHOPUHIOBOM —€MHUCTEMUOJIOIIKOM
TPOYTJy MorjeaaTy, Ha npumjep, y tekcry Llpsenkosuh, MunoBanosuh u
Pomano (nojaBuhe ce): Ynopeona ananuza npupooe mamemamuykux 3Haroa
Koje ce kopucmu u koncmpyuuie y yuuonuyu, HOPMA (Comb6op)). Haxkie,
YHYTap TMapajurme 'MeTronnyko-MaTeMaTHUKa 3Hamka HEONXOJTHA
peann3aToprMa HacTaBe MaTeMaTHKe', UMaMo:

(538+53=591)=((538-1)+(53+1)=591)(a+b=c)=(VxeN)(x<a)((a—x)+(b+x)=c)
(O6jexT/PedepeHTHUKOHTEKCT) (Anrebapcku 3armmc)



\

Komnuent / ApUTMETHYKH 3aKOH
(Cyma a+tb e mujema cBOjy BpHjeIHOCT aKO IIPBOM CaOHPKY OAY3MEMO
Opoj X a apyrom cabupky aoaamo 0poj X.)

IIpumjep 2. Axo je npupooarn 6poj nenapar, maoa je u we2o8 Keaopam
maxohe nenapan npupooaw Opoj.

HdemoncTpanuja: Heka je n mo Bosbu m3abpan npupogan 6poj. [Ha
O0M CMO Ha3HAYWIIM J1a je TO HemapaH npupoiaH Opoj Tpeba ra HamucaTH y
dopmu N = 2mM — 1 wim n = 2m+1, npu yemy je M HEKU NpUpoAaH Opoj.
OO6pnyTO, aKo mpupoaan Opoj UMa MpeTXoAHy (HopMy, OHIIA je OH HemapaH
0poj.

Jlakiie, OKpy>Kemhe y KOjeM HyIuMO MpHunanajyhy apryMeHTanmjy 3a
J0Ka3uBame u3HeceHe TBpAme cy nonynpereH (N, +, -, 1) mpupomuux
OpojeBa M KOHIENTH MapHOI M HEMapHOT MPHUPOJHOT Opoja, a anatu
MaTeMaTHYKOI MHUILJbEHha KOju he OUTH MCKOPHUIITEHY Y TOM IHJBY CY
MpUMjeHa JIOTUYKOT ,,[IpUHIMIA UcKJbyuewma Tpeher (IIpupoman Opoj je
HerapaH WU NapaH.) u ,,ipuHIuna Hekonrpanukuje (Ilpuponan 6poj ve
MOKe OMTM THapaH M HeMapaH HCTOBPEMEHO.) Ha KOHIENTe MapHOI U
HETMapHOT MPUPOJHOT Opoja Kao U jelaH OJf ajara paHo-aiaredapcKor
MUllJbewa (Ha npumjep, no kinacuduxammju Lllenn Kpejriep) koju ce
OJTHOCH Ha BjEIITHHY pPENpe3eHTOBama KOHIENAaTa MapHUX W HEMapHUX
npupogHux OpojeBa. (O kimacuukanMju eJIeMeHTara anredapckor
MUIbEHa MOrJeAaTd, Ha npumjep, Tekct Pomano, 2009a: Illma je
aneebapcko muwibere?).

HNmamo Hu3
JleMoHcTpanuja: AprymMenraumja
(1) Hexka je n Hemapan npupoaas Opoj Xwunotesa
(2) (Em)(n=2m-1) Xwurmoresa

(3) n*=(2m-1)’=(2m-1)(2m-1)=4m*-4m+1=2(2m*-2m)+1

(4) (F0)(g=2m*-2meN)(n*=2q+1)

Kako kBagpat N’ mpupoxHor 6poja N uMa o6muk N’ = 2q + 1 3aK/bydyjemo 1a je
(5) n’ taxohe Hemapan mpupoIAH 6PO].

Ion unoupexmnum doxazom noapasymujeBamo ciujeaehu Huz popmyna:



(1) [Hu,Hy, .. H Xunorese

2) PX) Xwurmoresa

(3) =Q(X) Xwuroresa

4 A

® A

) A

(m) P(x) A—=P(x) KonTpaaukija

(m+1)——Q(x) Bynyhu na mac je xunoresza —Q(X)moBena
JI0 KOHTPAUKITHje, MOpaMo je oadarnutu!

(M+2)Q(x) QX)=——Q(x).

Kao mTo ce BuIM, Ha MPBO MjECTO CTaBJbaMO CKYIHHY XHIIOTE3a
[Hi,Ha, ...,Hk] koje Ham neTepMHHUIILY OKPYKEHE Y KOjeM Ce IEMOHCTpUpa
aprymenranuja. Ha tpehe Mjecto, kao xumoresa, cTaB/ba c€ MPETIOCTaBKa
, I IpeTrnocTaBuMo J1a OHO IITO Tpeba J0Ka3aTH HUje TaYHO, Tj. Heka je —Q(X)
BajbaHa popmyna.” @opmyne Ay, Ay, ..., A, ... 3310B0JbaBajy 6ap jeaHy oA
civjenehux omuuja: (a) wiM cy xumotese, (0) WM cy paHHje JoKa3zaHe
dbopmyite, (B) wiu ce o hopmyIia, Koje joj IpeTXo/ie y ToMe HU3Y, 1o0ujajy
o paBuiy 3ak/byduBama ‘Modusponens'. Ha mjecty (M), y oBOM HHU3Y
dbopmyna, je koHTpaauwkiuja. Kako Hac je y KOHTPAAHMKIHM]y JIOBela
xumore3a (3) y ropwem HH3Y, Tj. dopmyra —Q(X), Ty dopmyra —Q(X)
Tpeba onbarnutu. Cana, 300T arpUOPHOT MPUXBATakba JOTUYKOT MPUHITUIA
UCKJbyuera Tpeher, caga y hopmu

F=Q(X)v——Q(x),
bopmyna ——Q(X) je Bamana QopMyra y OBOj apryMeHTalHdjd, Tj.
JIEMOHCTPHPAII CMO
[H1,Hz, ....Hi], P(X) -—=—Q(X).

Ocnamajyhu ce Ha JOTUYKU MPUHIUIT 08ocmpyke Heeayuje (KOju je
TAyTOJIOTHja Y CUCTEMY KJIACHYHE JIOTHUKE)
Q(X)=——Q(x),
KOHauHO oret jgooujamo Q(X), Tj. IEMOHCTpUPAITU CMO
[H1,Hz, ...,Hk], P(X) +Q(X).

Axo je HM3 ¢opmyna no0Opo aprymeHToBaH, W Oynyhu na je
Bapujabna X Ouya mo BoJbM M3abpaHa y nomeny D, Tama je oBaj Hu3
NPUXBATJBUB KAao HMHIUpPEKTHa JAeMoHcTpauuja (opmyne (B). Hauwme,
no3uBajyhu ce oner Ha Teopem o0 Oedykyuju, AMamo

[H1,Hz, ....Hi]r (VX)(P(X) =Q(X)).






IIpumjep 3: Tpeda nokazatu “Ako je 255+27=432, maoa je 254+28=432.
demoncTpauuja: IlpermocraBuhemMo na oHo mTo Tpeba AOKa3aTh HHjE
tayHo. Jlakie, uMamo

JdemoHcTpauMjaAprymeHranuja
(1)  255+27 =432 Xurmoresa
(2)  254+28 # 432 Xwuroresa
(3)  254+28#432—=(254+1)+(28-1)#432  KopHCTHMO ce apUTMETHIKHM
3akoHOM Kao y [Ipumjepy 1.
4) (254+1)+(28-1)=432 Ha ocnoBy npaBuiia 3akibyhuBama
Modus Ponens
HH=T:+T
(5)  255+27 # 432.(5) je y koHTpaaukimju ca (1):
()=—(1)
Bynyhwu na Hac je y Ty KOHTpaauKIHjy
(Bpujenu uctoBpemeno (1) u—(1) je
KOHTPAJWKIINja,Tj. MOpa OUTH
—((D)A=(1)),
npeMa JJOTUYKOM MPUHIHITY
HEKOHTPAIUKIIMje) AoBena xumnoresa (2),
Mopamo je oxbanutH. Jlakie, ymjecto
xumorese (2), uMamMo

(6) —(254+28 #432) KopHuCTHMO Ce MPUHIIUIIOM JBOCTPYKE
Heraruje
——(254+28 = 432) & 254+28 = 432.

(7)  254+28 =432. Konauno, u3 xunorese (1) caujenu 3akspydax (7).
(8)  255+27 =432+ 254+28 = 432.

[Jakne, mpema TeopeMy AeAyKIHje, UMaMo
(9)  +255+27 =432 = 254+28 = 432. 0

Hakie, mocMaTpajyhu mnpoGiieMaTuKy ropme UMILTMKALMje  YHyTap
eMUCTEMHONOMKOr Tpoyrina W CTeMHOPHHTOBOT  €MHCTEMHOJIOMIKOT
TPOYTIJIa, UMaMO:

(a) Jlormukm acnekt — unmyumuean npucmyn (yHyTap
€MUCTEMHUOJIOMIKOT TPOYTJIa)

Axo je 255+27 = 432, maoa je 254+28 = 432
(Lta crymenTy Buae?)

‘/\



(255+27#432)=((254-1)+(27+1)=591) (?)
(Ita mucne aa cy Bugjenu?)(Llta Mucie o ToMe 1mta cy Bujenu?)

u
(6) Jlornuku actiekT — anarumuyku npucmyn (yHyTap
CTenHOPUHTOBOT €MHUCTEMHUOJIONIKOT TPOYTJIA)

(255+27=432)=(254+28=432) —— (255+27=432)=((254-1)+(27+1)=432)
(O6jext/Pedepentuukontekct)  ((254-1)+(27+1)#432)=(255+27)#432)

\

Konmnent / JIornuku 3aK0H KOHTPANO3MIIM]je
(A=B) & (-B=-A)

3Hama KOja Cy HEONXOJHA 3a pa3yMUjEeBakbe TIope H3JI0KECHOT
o0pasnokema cy: okpyxkeme — npommpern nonynperen (NU{0}, +, -, 1)
OpUpOJHUX OpojeBa Te MpaBWiIo 3ak/bydnBama 'ModusPonens', npunyun
uckmwyueroa mpehee, KOHMpAOUKYuja u HEKOHMPAOUKYUjA, NPUHYUN
osocmpyke Heeayuje W Koumpanosuyuja T¢ Teopem Oedykyuje.To,
OUUTJIEHO, HUCY 3Hama Koja CMajajy y T3B. 'IIKOJICKY MareMaTuky', Beh cy
TO '3HaPba HEONXO/HA pea3aTopuMa HacTaBe MaTeMaTuke’.

Ipumjep 4: Axo je keéadpam npupoonoe 6poja napau, maoa je u cam maj
npupooar 6poj napam.

Jlemoncrpanuja: Heka je N mo BoJsbM m3abpaH mpupojaH Opoj. [a ou
Ha3HA4YMWIIU JIa € TO apaH npupoaad 0poj Tpebda ra 3anmucuBaTh y O0IUKY N
= 2m, npu yemy je M Heku npupoaaH 6poj. OOpHyTO, ako MpupoaaH Opoj
¥Ma MpeTXoIHy popMy, OHJIA je OH mapaH Opoj.

Hla ©6u cMo mdokazanu TBPIAWKY ,,AKo je kgadpam npupoouoz Opoja
napau, maoa je u cam maj npupooar opoj napau. “ TOTPeOHO je U TO0BOJHHO
J1a TOKaKEMO KOHTPAIO3UIH]y TBPAE
»AKO je mpupooan 0Opoj Henapaw, maoda je u re208 Keaopam makxohe

Henapau npupooat 6poj.



OBa 1Ba ucka3a Cy JIOrMYKM e€kBUBajeHTHa. Ca A O3HauuMO HCKa3
»Keaopam npupoonoe opoja je napan*, a ca B uckas ,Ilpupoman 6poj je
napan.“ Cana, oBa TBp/Ilba ©Ma 00JIUK

A= B.

Konmpano3zuyuja oBe UMIUTMKALIKjE TIACH:

—-B=—A.

Pujeunma ce To uckasyje, Ha mpuMjep, Ha ciujenehn HauuH:

»AKo je npupooan Opoj Huje napau, maoa re2o8 keaopam maxohe Huje
napau 6poj.*

OnHOCHO, OBAaKO

,AKo je bpoj nenapan, maoa je rwe2os keaopam maxohe nenapatn 6poj.
Byayhu na cmo oBy TBpamwy panuje pokazanu (IIpumjep 2), moxazamu cMmo,
Ha WHJIUPEKTaH HAYWH, U TPAXKCHY TBP/IIbY.

MHore nedunuimje cBojcraBa y Matematiiu uMajy popmy (VX)(P(X)
=Q(X)). Ha mpumjep:

(a) AcB (Cxkym A je noockyn ckyna B) ako u camo ako je hopmyia
(VX)(xe A=XxeB) Basbana.

(6) A= B(ckym A jennax je ckyny b) ako u camo ako Bpujean AcBu
BcA.

(B) Penamja je ReXxY' ¢pyuxyuja uz cxkyna X y ckyn Y' ako u camo
ako je hopmyna

(VXl,X2€X)(Vy1,y2EY)(((Xl,yl)ER A (Xg,yz)ER AN X1 = X2) =V = y2)
BaJbaHa.

(r) Ilpuponan 6poj je ,,napan npupodar 6poj** ako U caMo aKo je
njessuB 6pojem 2. (Ilpuponan 6poj je ,, nenapan npupooar 6poj “ ako u
caMo aKo HHje JIjeJbUB OpojeM 2, Tj. aK0o U caMO aKO HHUj€ MapaH IpUpoaaH
0poj.)

HapagHo, nocroje nedunuimje koje HUCy nperxoaHor odnuka. Ha
puMmjep:

(m) Ckyn je ‘mpazam ckyn' ako He Cap>KH HU jeZlaH eJICMEHT.
dopManu30BaH HAUYMH 3aIMCUBamka MPETX0IHE AehUHUIIN]E j€, Ha TIPUM]jep,
cnujenehu
(©) (V)-(te )



MHore MaTeMaTH4Ke TBPJIHE, 32 KOje ce cMaTpa Ja Ou CTyIeHTH
TpebaJio Aa uX 3HAjy JOKa3aTH, Kao CBOj 3aKJbydakK caapke neUHHITI]Ee
o0JIHKa KOju cMO yrpaBo onucanu. Ha npumjep:

(e) 3a cBe ckymoBe A u B nokasaru na Bpujequn ACAUB.

(¢) 3a ce ckynose A, B u C nokazaru na Bpujenu: ako je AcB, Tana
je AnNCcBNC.

(n) 3a penanujy ReXxXkaxemo 1a je ,, cumempuura peiayujy ‘ ako u
camo ako je ¢popmyia

(V) (vY)((x,y)eR = (y,X)eR)
BaJbaHa. Ako cy R u S cumerpuune penanuje Ha X, Taga je 1 RNS Takohe
CUMETpHUYHA pesanuja Ha X.

(j) Ako je mpupoman Opoj HemapaH, Tajia je U BEeroB KBaapar Takohe
HemapaH MpupoaaH 0poj.

(x) AKo je kBazpaT NpUPOIHOT Opoja mapaH MpupoaaH Opoj, Taja je u
cam Taj Opoj mapaH.

Ipumjep S: Ilpazan ckyn (axo, yonwime y3euiu, nocmoju) je jeOnucmeen.

JemoncTpauuja: He ynaszehn y nmpobiem mocrojama mpasHOT CKyTIa,
MPETIOCTAaBUMO Ja mopes ckymna &, onucanor Gopmyiaom (C) umamo jorr
HEKH CKyn VKoju 3a70BoJbaBa HcTy ocobuny (Vit)—(teV). Tpebano 6u
nokasaTu aa je & = V, 1j. Tpebano Ou 1okaszaru ja je popmyina

(VD) (teD=teV)

BasjkaHa. bynyhu na y nperxomHoj ¢popmynu umamo notdopmyne ,, teJ“ n
,teV¥, koje HUCY BaluiHE HU 3a jeAHO t W3 MpHIagHe JOMEHE, HAaBEJCHY
eKBUBAJCHIIM]y HHje Moryhe peanuzoaBTH. 3ato hemo, ymjecto
€KBHUBAJICHIIUj€ SedoteVe KOPUCTUTH KOHTPAIO3ULUjy
,—(te)=>—(teV)“, koja je cBakako BaJUIHA 3a CBAKO, Ma Kako M3abpaHo,
t u3 npunague nomene. [lakne, ckynosu & u V Ccy jeqHakH y cKiany ca
nedununjom (0).

ApryMeHTanuja ¥ JIOKa3WBamke Y PAa3TUUYUTHM KOHTEKCTUMA
aHAIM3UpaHU Cy Ca BUIIE Pa3IMUMTHUX aclekarta. 3HavajaH Opoj CTyauja
nocBeheH je CTPYKTYpHHUM acleKTHMa y3ajaMHOCTH JI0Ka30Bama U
npunagHe aprymenramuje. Ha npumjep, beruna Ilexemonte (Pedemonte,
2007) WX aHaNM3Mpa KOPUINTEHEM TepHapHOT TOYIMAHOBOr MOJena’

*Stephen Edelston Toulmin (25.03.1922, Jlonmou — 4.12.2009, Jloc Aubenec), Gpurancku
¢unozod u exykarop



(Toulmin, 1958/93). C napyre ctpane, PoGepr [dysan (Duval, 1991)
HOCHTHpa TEPHAPHE CTPYKType caMo 3a Jokaze. OH ce CHaXHO 3ajlake Ja
Tpeba pa3NMKOBaTH JOKAa3 OJ IPHUNAJHE HEONXOJHE apryMeHTaluje
uctnuyhin f1a 3aKbyynBambe y apryMeHTallMju ce 3acHHBa Ha T3B.
'CYIITUHCKUM Be3ama' JOK ce JI0Ka3 0a3upa Ha BuIle (HOPMATU30BAHOM
npolecy IMpU YeMy ce 3aKjbydyje y Kopaluma 3aCHOBaHHM Ha MPETXOAHUM
npemMucama.

IIpoGsemMu U IUTaka KOja HAC 3AHUMAJY

[Tonasuumm cTyawjcKkor mporpamMa 3a oOpa3oBame mpodecopa
pazpenHe HactaBe (yuuTesba) MPETXOAHO Cy 'OoQUIHMjETHO' YCIIjelIHO
OKOHYAJI OCHOBHY U Cpemy mKoiay. CeM Tora, Ha OBOj CTYAM]CKOj TPYIH
MOKAa3aJii Cy YCIjeIIHOCT y OBJIaJjaBamy Ujejama U alaTuMa MaTeMaTHKe Y
okBUpuMa KypceBa Mamemamuke 1 u Mamemamuxe 2. Ca norpedom
EKCIIOHMPakha MaTEMaTHUKHIX 3Hamha KaKo Ha HUBOY WKOICKE MamemMamuke
TakKO W Ha HHUBOY MAmMeMamuykux 3HAFd HEONXOOHUX peanu3amopumd
Hacmage mamemamuke TIONA3HULIM OBE CTYIUjCKE TpyIe CYy MOABPTHYTU
yHyTap Kypca Memoouxka nacmase mamemamuxe 1. Ocum Tora, y
OKBUpHMa OBOT' Kypca Tpebano Ou Ja OBJIanajy MemoOuukum 3HArUMA
HEONnXOOHUM peanu3amopuma Hacmage mamemamuxe Kao W mparehum
BjELITHHAMa KOje Cy HEOIXOJHEe 3a Ty pealu3alyjy, ajli U CIOCOOHOCTHMA
Pazymujesarba npoyeca KOHCmpyucarbd Mamemamudkux 3Harba KO CBOjUX
Oynyhux yuenuka. TokoM peanuzanuje Kypca MeToauka HacTase
MareMatuke 1, Ha CTyIMjcKoj Tpymu 3a oOpa3oBame ydHTe/ha Ha
[lenaromxkoM ¢akyntery y bujesbunu, npu cnupaiHOM HHTEPIPETHPAY
nujesnioBa teMatckux napagurmu 'Hlkoncka matemaruka', 'Martemarnuka
3HaWka HEOINXOJHAa peaJu3aropuma HacTaBe Maremartuke', 'MeToauuka
3Hama HEOMXOJHA pealin3aTopuMa HacTaBe mMaTremaruke' u 'TIpobremarnka
MaTeMaTHYKOI 00pa3oBama' y BHIIE HaBpaTa MOCHTUPAHE CYy CIUYHOCTU U
paznuke u3Mel)y OBUX 3Hama ca eMMCTEMHOJIONIKOT acleKkTa y3 HaBeheme
BHUIIIE IPUMjepa Aa O ce UITyCTPOBAJIE T€ CIMYHOCTH U Pa3IIUKE.

Bynyhu na je xBanuTeT MaTeMaTWYKHX MPOMHUIILJbama CTyACHATa,
IIpU HACTOjabUMa J1a MOHY/Ie MPUXBATJ/HHBE OJATrOBOPE HA MMUTama Be3aHa 3a
JEMOHCTPHpAkEe CBOjCTaBAa MaTEMaTHYKUX KOHIIENaTa, BPJIO CKPOMHA,
CacBUM IIPUPOJHO C€ MOojaBibyje auinema: Kaxko mo 0a neku cmyoenmu mozy
Hayyumu 0a ce Hoce ca oopeheHum epcmama Mamemamudxux npooiema
yenjewno (kao wimo je noka3amo mUxosuM YCHjeuHUM OKOHYAbeM OCHOBHE
U cpedrve WKoe anu U eKCHOHUPAeM NPUX6AM/bUBUX 3HAFA HA KYPCeBUMA



Mamemamuxa 1 u Mamemamuka 2) anu He nocmynumu ucmo ouje 2ooune
KacHuje?

VY Beswu ca npeTxoaHuM, cirjeneha muTama Cy ce HCKpHCTaI3upaa
y panHoj rpynu apyre konpepeniuje ERME-a, 2001:

- Bese u3mely cTyIeHTCKUX cTUIaKka 3HAKBA U TIPOPECUOHATHOT
njernoBama?

- VYora MaTeMaTHYKUX 3Haa U OanaHc u3Mmel)y THX 3Hamba U METOAMYKUX
3Hama HEONXOHUX Pealn3aTopuMa HacTaBe MaTeMaTuke?

- TloBe3aHocT 10jaBa y HACTABHUYKHM aKTUBHOCTUMA HW)KET U BUIIIET
MaTEeMaTHYKOT 00pa3oBama y OCHOBHO] IIKOJHU?

- Jla v IOCTOje pa3IMYUTH acCIeKTH IMOCMaTpama mpooieMa
MaTeMaTHYKOT 00pa30Bama y HIKUM pa3peumMa OCHOBHE LIKOJiE Mehy
UCTpaXMBaYMMa MaTEeMaTHYKOT 00pa30Bama U peaan3aropa Tor
MaTeMaTUYKor oOpa3oBama?

- Komuko cy curHu()MKaHTHH JPYIITBEHU U MIOJIUTUYKH YCIOBU
pealin3ainmje HacTaBe MaTeMaTHKE.

3amTo je Ba’kHO JONYyH-aBATH A0Ka3e apryMeHTauujom?

Bese usmely dopmupama TBpAkU U JOKa3HBamka aHAIM3UPAH je Y
JOMEHH HCTPaXHBamkba MAaTEMAaTHUKOT 00pa30Bama ca pa3IMIUTHX acreKara
u 300r paznuuuTHX IbeBa. C  jeqHe CTpaHe, HEKH MCTPaKUBauu
MaTeMaTUYKor oOpa3oBama CYrepuily IIOCTOjab€ 3HAYajHUX pasiiuKa
u3Mely  aprymeHtanuje W JOKa3uBamba YHYTap COLMjaIHUX U
SMUCTEeMHUOJIOIIKKX acniekara (Ha mpumjep Balacheff, 1987) amu u ynyrap
KOTHUTHBHHUX W JIOTMUKUX acrekara (Ha mpumjep, Duval, 1991). C nmpyre
CTpaHe, HEKEe WTaJIMJaHCKe CTyAMje MOEHTHpaJy TIOCTOjamhe BHUCOKE
MOBE3aHOCTH Mel)y apryMeHTalnMjoM Kao jeIHUM IpolecoM (opMHUpama
TBPAIKE W KOHCTpyHCama HEHOr jJ0Kaza (Ha mpumjep, Boero, Garuti,
Mariotti, 1996). OBa moBe3aHOCT je MO3HATa IOJ HA3UBOM KOCHUMUGHO
jeouncmeso (Mariotti, 2006, ctp. 183; Garuti, Boero, Lemutand Mariotti,
1996; Mariotti, Bussi, Boero, Ferriand Garuti,1997; Garuti, Boeroand
Lemut, 1998). V¥V mpomecy pjemaBama MaTeMaTHYKHX 3ajJaraka y
MaTeMaTHYKOj YYMOHMLM apryMeHTalMja ce yoOMYajeHO 3axTujeBa Mpu
oOpasnaramy 3akJbydaka (opmupama TBPIbBH). XHUIIOTE3a KOTHUTHBHOT
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JEIMHCTBA CAaCTOjU C€ Yy TOME Ja CTpyIEHTH Tpeba Ja KOHCTPYMIIy U
eKCIIOHUPAJy  HEONXOJHY AapryMeHTalMjy Tpd  IMpOHATAKEHY U
KOHCTpYHCamy J0Ka3a HEKEe MaTeMAaTUYKe TBPIIE T€ Ja j€é MHKOPIIOpUpPajy
y IPETXOJHO KOHCTPYUCAH JIOTMYKH JIaHAI| 32 KOJU IPETeHIy]y Ja je JoKa3
MOMEHYTe MaTeMaTHU4Ke TBpAme. McTpakuBaun 'KOTHUTHBHOT jE€HMHCTBA'
(ma mpumjep, Garuti, Lemutand Mariotti, 1996; Garuti, Boero, Lemut,
Mariotti, 1996) cy cBojeBpeMEHO MOKa3ajiH Ja CTYJACHTH 3HATHO JIAKIIE
'MpuxBarajy' J0Ka3ze MaTeMaTHUKUX TBPAHBHM aKo y3 HUX MJIE€ 3HA4ajHO
paspahena npumnagHa aprymenTanuja. Ociamajyhu ce Ha 0Ba UCTpaKUBamba,
beruna IMegemont (Pedemonte, 2007) je mokasana j1a aHajau3a KOTHUTHBHOT
jeIMHCTBA HE TIOKPUBA YBHjEK CBE aCIEKTe penanuja Mel)y aprymenraiujom
u nokasuBamweM. [loceOHO, OHa HMCTHYE Ja Cy 33 KOHUTHUBHY aHaJIU3y
apryMeHTalje u JJoKa3a BaxkHa ciujeacha nBa acrekra:

(a) pegpepernmmu cucmem Koju ce cacToju O]l CUCTEMa perpe3eHTaIuja
(jesuK, XeypUCTHKA, MOJIEN) ¥ CUCTEM 3Hama (KOHIIETITH B TEOpEME)
MIOBE3aHUX ca MOTPEOHUM J0Ka30M U IparehoM apryMeHTalujom.

(6) cmpykmypa koja omoryhasa JIOTHKY KOTHUTHBHOT ITOBE3UBaba
u3mely usjana.

[lonynumo camga oOpa3iokeme, Ha akaIeMCKOM HHBOY, MOjMa
jenHakocT' (Tj. cum601 '="') Koju ce mojaBibyje y oarosopy 'l + 1 =2'Ha
nutamwe Koauko jel+1? ca moueTka oBOT TEKCTA.

Heka cy tj,to,t3, mpousBosbHE TepMunH, T QyHKIIMOHAIHU cMOOT a
P npenukarcku cumbon. Jeonakocm, y o3Hauu '=' , je Mpenukar Apyror
pena koju 3aJ0BoJbaBa ciaujenache, niuay3nOUIHO NPUXBATIbUBE, AKCHOME:

E1 (Vi(t=1),

E2 (Vi)(Vi)(ti =t,=th =1y),

E (th)(vtz)(vtg)(tl Sthath=ti=>1t = t3),

E4 (th)(vtz)(tl = t2:>f(t1) = f(tg)),

E5 (Vi) (Vi) (i = AP(t)) =P(t2)).

Kao mro ce Buau, MojMOBH KOjU MpeTXoje (MMILTUIUTHOM)
yBohewy mojMa (M cuMOoia 3a) jeIHAKOCT Cy TepMH, (DYHKIMOHAIHU
cuMO0IM (aKTUBHOCTH Ha TepMHMa) M TMpeAuKarcku cumOonu (ocoOuHe
TEPMa) Kao W JIOTMUKE Be3e uckopumteHe y cxemama E1 — ES. [lakie,
JEIHAKOCT HHje HAEHTUTET, Beh ocoOMHa KOjy MAEHTU(DUKYjeMO YHyTap
HEKOT JIOMEHa TaKo J]a Cy HheroBa JiBa eJIeMeHTa / TepMa jeIHaKa ako U caMo
ako ce y ycioBuma onucaHuM akcuomama El — E5 monamajy Ha wuctu
HAuuH.

w



Pamu wunyctpanuje, HyIUMO OKpYXEHE, J0Ka3 U MPUTAJHY
apryMeHTalMjy 3a MHTamke M3HECEHO Ha IOYETKY OBOT TeKcTa: Koiauko
jel+1? Okpyxkeme y KOjeM JKeIUMO MPEe3eHTOBATH J0Ka3 TBpame '1+1 =2
je ckyn N mpupomHux OpojeBa, CIOCOOHOCT JbyACKOr Opojama (CBako
Jbyacko Ouwhe ce paha, mpema TBpAmaMa H3JI0KEHUM Y UYYBEHOM
JleponoBom Tekcry ,,/lopujexno mamemamuuxoz muuiwerva‘, 3z 2003.
roAMHe, ca crnocoOHOmNy Mperno3HaBamka HEKOIMKO MPBUX MPHPOIHUX
OpojeBa u cmocoOHomhy Opojama THX OpojeBa.) T€ CHOCOOHOCT
pasymujeBama Te Harie cnocoonoctu. Jomr 1929. rogune, bysene Ileano je
OTHMCA0 T€ HaIlle CIIOCOOHOCTH YTBPAMBIIIM J1a CBAKO JbYICKO Ouhe pazymuje
KoHIenT '0poja 1' (To je OH caM) MU KOHIIENT Jia 'm3a cBakor Opoja jgonasu
0poj'.

OBgaj mocneamy KOHIIETIT Ha3BaO je c/bedDeHUK 1 OMUCa0 Ta Kao
¢byukujy S: N—Nca ocobnnama

N2 (V1) (Vt)(t1 = t,=s(t1) = s(t3)),

N3 (Vi) (V) (s(ty) =s(t2 ) = t1 = t3),

N4 (Vt)—=(s(t) = 1).

OBo, Kao MoCJeIUILY, HMa:

(a) 1 je (mpBu) mpupoaan 6poj.

(6) s(1) je mpupoaan 6poj (Koju 03HaYaBaMO rpaGUIKUM CUMOOIIOM 2);
s(s(1)) = s(2) je Takohe mpupoman Opoj (Koju 03HaAYABAMO
rpadpuukuM cumMO0sioM 3); U Tako Jajbe.

(B) Axo je t mpupomaan 6poj, Tana je u S(t) Takohe npupogan 6poj.

VYHyTap NpeTxo/HO OMMCAHOT OKPYXema, M0jaM (1 03HaKa 3a) cabupame ce
JeTepMUHUIIE (M TO, HA JETHUCTBEH HAYMH).

Ipumjep 6. Koruxo jel+1?

demoncTpauuja/ Aprymentaumuja. Cabuparse y ckymy N mpupogaux
Opojena je pynkuuja + : NxN—>N ox aBuje Bapujadie koja 3aJ0BOJbaBa
ciujenehe ycnose (HapaBHo, MOXe ce ToKa3aTH, ajld 10Ka3U HUCY
JETHOCTaBHU, J]a TakBa (PYHKITHja TIOCTOJH U 1A j€ JeAMHCTBEHA):
(VO)(t+ 1 =5s(t)), (Vi) (V) (ts + s(t2) = s(ta+ t3)).

[Toncjehamo ynTaone Ha YUHEHUILY Aa TEPMHUH 'pyHKIIMja' TIOApa3yMujeBa
ciujenehe nBuje cTBapu:

(1) 3a cBaku map mpupoaHUX OpojeBa a u b mocroju KoMIoHaT a + b,

Tj. cabupame je 1epHUCAHO 3a CBAKU Map NPUPOAHUX OpojeBa; U
(2) (va,a’,b,b’eN)((a,b) = (a’,b’) =at+b =a’+h’),



Tj. 3a map OpojeBa @ u b kommonar a+b je jeauHcTBeH.
CrojcTBa omepamuja cabupama - acolyjandja W KOMyTalyja —
tpanchopmumry ckyn N npupogHux OpojeBa y anredapcky CTPYKTYpY
(N,=,*) xojy 30BeMO KOMyTaTWBHa aguTHBHa moxyrpymna. (J{okasu ma je
cabupame / aauirja acoljaTUBHO U KOMYTaTUBHO HUCY eleMeHTapHu.) 13
MpBE O] MPETXOJHUX BasbaHUX (opmyrna y goMHH N mpupoaHux Opojesa,
1j. 3 popmyie (Vi)(t + 1 = s(t)), ciermjasino 3a t = 1, umamo 1 + 1 =2.

[Tonyhenn nmoka3 je Bpio jegHocTaBaH, anu mparehe HEONMXOIHO
o0Opa3ioxeme, HapaBHO, HUjEe TakBO. MHIIJbEHa CMO Ja OBaj IMpHUM]jEp
n00po wiIycTpyje moTpedy IocTojarba KOTHUTHUBHOT jeauHCTBA Mehy
JI0Ka30M U MPHUIATHOM HEOIXOJHOM apryMEHTAIMjOM, jep Y OBOM CIy4ajy,
0e3 OBOT MOCJIEIBET, J0Ka3 He O OMO MPUXBATIHUB.

Ipumjep 7. /Joxazamu da je 1 marwe 00 2.
JemoncTpanuja / Aprymentanuja. Okpyxkeme y KojeM Tpeda JoKa3aTu
na je 1 mame ox 2 jecre ypeheHu monynpcTeH NPUPOAHUX OpojeBa
(N,=+,,1<). VYV memy mnocroju penanja 'Mame', y o3Hamm ' < ',
JeTepMUHUCAHA Ha ciujenehn HavywH:
(Vt)(VE)( i<ty (AN (ty + t = 1)).

Jlakne, mojMaM KOjU TPETXOAW OBOj JCTCPMHUHANMH j& calOupame
npupoaHux OpojeBa (u ocoOuHe TOr cabupama). [Ipema TOMe, paHuje
JTIOKa3aHy jJeTHAaKOCT

1+1=2,
npemMa IpeTX0AHO] IeTePMUHAIIN]U, MOKEMO 3aITUCcaTH y 00JIUKY

1<2.

(Cxpehemo naxxmy unTaona ja 0OpHyTa UMILUIMKAIH]a, Tj. UMIUTMKanyja 1 <
2 =1+ 1 =2, ne Bpujeau.) OBa aprymeHraIyja je iICTOBPEMEHO U OJITOBOP
Ha 3axTjeB '/lokazatu na je 1 mame ox 2.’

[TormyHo cMO carflacHM Ja ce MCTpaKMBaud MaTeMaTHYKOT
oOpazoBama Tpebamo 1a ce ¢GoKycupajy Ha apryMeHTalu]y TpH
MaTeMaTHYKOM JIOKa3MBamky TBPIKBU YaK U Yy HIDKUM pa3peuMa OCHOBHE
mKoJe. JenaH ol MpeTUMHHAPHUX IMJhEBa HACTaBE MAaTEMAaTHKE, HA CBHM
HUBOMMa oOpa3oBama j€ OBJajJaBamke BjEelITHHAMA JIOKa3uBawba U
apryMeHTallfje THX JIoKa3a. PerucrpoBaHe cy MHOre moTemkohe Kako Koj
y4EHUKa TaKO U KOJ HHXOBUX YUHUTEha y pa3yMHjeBamby U MPUXBATABY
3HaTHOT OpoOja MaTeMaTHYKuX TBPABKH. [I0TIyHO CMO carjlacHuU ca CTaBOM
[Taona boepa, ca VYuuBepsuteta y DenHoBu, ga cy Bese webhy
apryMEHTallMjOM M JIOKa3uMa BpPJIO KOMIUIEKCHE ajlH Jia je HHUXOBO YYCHE



Hen30je’)kHO. AKO MMaMoO HaMjepy Jla HeKora IMOJy4YUMO MaTeMaTHYKUM
TBpIlbaMa y Te€ HaMjepe 00aBe3HO Tpeba WHBOJBUPATH W TIPUIIAIHY
apryMeHTalujy 3a Te JoKaze. AKO JKeIMMO Ja 0coba KOjy IMOaydaBaMo
MPUXBATH COIMjaIHy IUMEH3U]y apryMeHTanuje (Tj. COIMOMaTeMaTHYKe
HOpME) Mopamo Ja 00Jbe pa3yMHjeMO CTPYKTYpY T€ apryMeHTalHje T€ Ja
CMO HA4YHCTO KOjy MO3HMIHMjy OHa 3ay3MMa Yy TIPakCH IOJy4aBara
maremaruke (Knipping, 2012 ). Iloacjetumo ce na je ca ,,AmcomyTHo!*
omroopmia Kpuctuna Kuunwmar (Knipping, 2012) na Illendwuamzoso
nutatbe (Schoenfeld, 1994) ,Jla nu Ttpebamo J0Ka3ze Yy IIKOJICKO]
MareMaruuu?

Ha kpajy oBor ojjesbka, MOXe ce CyOnMMUpaTd Ja Hako je
JIOKa3UBaIbe jeJlaH 01 HajJHEepa3yMJbUBHUJUX U HAJIPOOIEMATUUHUJUX CTBApU
y MareMaTHYKOM KYypUKYIly, HacTaBHUIM MaTemaTuke Ou Tpedano naa
MO/Ay4aBajy CBOje YYEHHKE Ja cXBarajy mnorpeOy 3a mHMa, Ja HX
MPEro3Hajy, /la CXBaTe HUXOBY YIOTY Y MaTeMaTWIUd M MaTeMaTHYKOM
MUIUBCHY.

KOTHUTHBHO jeIWHCTBO YYEHHYKHX / CTYJAEHTCKHUX AKTHBHOCTH Y
JOKa3uBalkby MaTeMaTW4KuX TBpAmH u3ydaBanu cy llayn boepo, Haba
JNloyek, ®panimucka Mopcean u beruna Ilexemonte (Boero, Douek,
Morselli, Pedemonte, 2010) u ®yjura, [lonc u Kynumyne (Fujita, Jonesand
Kunimune, 2010) y cBojuM HeZlaBHO IMyOJIMKOBAaHUM paloBUMA.

IIITa je TO 'MEeTAKOrHUTHBHO jeHHCTBO'?

MeTtakoruuuuja ce I1eTepMUHHUILE HajjeAHOCTaBHU]E Ko ,,MUILIJbEHE
0 MUIUbeHY". MeTakorHunuja cajapkKd J[BHj€ KOMIIOHEHTE: 3Halme MU
perynannjy. MeTakorHUTUBHO 3Ham€ yKJbyuyje 3Hame 0 cedu Kao ocolu
Koja yud M O (akropuMa KOjU MOTY YTHULATH HAa TO YyYeHe, 3Hambe
CTpaTervja Kao M 3Hame Kaja U Kako Tpeba ymnoTpedspbaBaTH CTpaTeruje.
MeTakorHUTUBHA perylalyja je MOPUTOPUHT HEeUHjer ca3Hama U, CeM TOra,
Mojipa3ymMujeBa IJIaHUPake aKTUBHOCTH, 3aTUM IOJpa3yMHjeBa CBJECHOCT
pasyMujeBama Kao M 33JaTKe y4ema, MPOLjeHy YCIjeIIHOCTH MOCMaTpaHuX
mporieca u crpareruja. OapehuBame MaTakOTHHUITMjE 3aBUCH O]l HH3a
¢dakTopa: (a) METAaKOTHHUIMja je KOMIUIEKCAaH KOHCTPYKT; (0) my HHje
Moryhe TUpEeKTHO OomcepBHpaTH; (B) UECTO j€ HE MOMXEMO Pa3IUKOBAaTH O]l
BepOAJIHUX CIIOCOOHOCTM M KamanureTa BepOanHe wmemopuje; U (T)
noctojehe Mjepe HacToje ce GoKycHpaTH YHyTap HIKOJICKOT ydema alu U
JEKOHTEKCTYAJIN30BaTH OJ1 Hhera.



MeTakOTHUTUBHE AaKTUBHOCTU CY €CCHIMjalHE Yy CTPATCIIKUM
aluTMKalyjaMa  METaKOTHUTHBHOT 3Hamba Yy JI0Ce3alby KOTHUTHBHHX
nusbeBa. OHe omoryhaBajy perynanujy ¥ KOHTPOJIy KOTHUTUBHHUX IpoIeca
(Meijera, Veenmanbandvan Hout-Woltersc, 2006). Kommonenre
METaKOTHUTUBHUX aKTHBHOCTH MOTY C€ pa3BpPCTaTH Ha HEKOJIUKO HHBOA
cneruuanoctn  (mOun, crp. 210). Ha mnpumjep, Ha BUIIEM HHUBOY,
KOMIIOHEHTE Kao0 IITO Cy IUIaHUPakhe, MOHUTOPUHT U eBallyallija MOTry OUTH
npeno3HaBane. Ha cpenmeM HUBOY, HEKe cnenu(uyHe KOMIIOHEHTE Kao
mro cy u3bop wHPOpMaNHja, pEeKANUTYNIalHja Kao W peduieKcHje Ha
mporece y4yewma MOTy OWTH peructpoBane. Ha HukeM HHBOY,
METaKOTHUTHUBHE AaKTHBHOCTH C€ YOOWYajeHO [eTepMHUHHMIIY, HAa HHUBOY
CTaHJapJHHUX HACTAaBHHX 3a/IaTaKa Ha IPUMjep Kao mpoleaype oapehubama
HEMO3HATUX TepMa YHYyTap HEKOT KOHTEKCTa, TMOTBphHBame WiIH
on0alMBamke  MPETXOMHMX  3aKJbyuyaka  3aCHOBAaHMX Ha  HEKUM
MOJKOHTEKCTHMA, WJIM HUCHHUTHBAKE HEKOr  CIICHHjaTHOT  CiIydaja
TpetupaHor MmatemaTtuukor npobiema (Schoenfeld, 1987). Mako cy Bese
METaKOTHHUIIMjE ca pe3ylITaTuMa IoJy4aBama W Ydewma Ouiae CyOjeKT
MHOTHX CTyAMja Yy JOMEHH MaTeMaTU4ykor oOpaszoBama (Ha mpumjep,
Arzarelloand Sabena, 2011; Bass, 2011; Blakey and Spence, 1990;
Chalmers, 2009; Dominowski, 1998; Flavell, 1976; Fortunato, Hecht, Tittle
and Alvarez, 1991; Gama, 2000; Garofaloand Lester, 1985; Goos,
Galbraithand Renshaw, 2002; Hinsz, 2004; Meijer, Veenmanandvan Hout-
Wolters, 2006; Moga (Maier), 2012; Nikiforuk, 2009; Panaouraand
Philippou, 2004 / 2005 / 2006; Pugalee, 2001; Rodriguezand Cepeda, 2008;
Schraw, 2001 u gpyru), joir yBUjeK HUje UCKPUCTAIM3UPAHO KOje MoceOHe
METaKOTHUTHBHE aKTHBHOCTH Cy y BE€3U Ca YCIjeXOM Yy MOAydYaBamy U
yuewy maremaruke. neHTudukanumja 1 pazyMujeBambe OBUX aKTUBHOCTH
MOJK€ C€ MOKa3aTH BPJIO KOPHUCHUM Y METAaKOTHUTUBHOM TPEHUDAY.

VY umaHky ,,MeTakOrHUTHMBHE aKTUBHOCTH, j€AHAa TAaKCOHUMH]a
(Meijera, Veenmanbandvan Hout-Woltersc, 2006) aytopu cy pa3Buiu jeaHy
XHjepapXujy METAKOTHUTUBHUX aKTUBHOCTH.

Ocnamajyhn ce na XaGepmacos® MoJIeN palMOHAIHOT OHAIIAKA Ca
TPH KOMIIOHEHTE (EMHCTEMHOJIOIIKE, TEIEOJNOMKEe W KOMYHHKATHBHE
KOMITOHEHTE) Ka0 U Ha KOHCTPYKT KOTHUTHUBHOT JeIMHCTBA, KOJU Cy yBEIH
[Mayn Boepo, Pocena T'apyru, Enpuxa Jlemyr u Mapuja Mapuotu 1996.
rojiMHe, a MOTOM pa3BujeH y pany (Boero, Douek, Morselli & Pedemonte,
2010) youaBameM /1a MOCTOje BUIIIE HUBOA Yy apryMEHTaIMjaMa Koje mpare

Jiirgen Habermas (18. juna, 1929, dusennop®) memauku Gpuiao30¢h 1 COLHOIOT.


http://bs.wikipedia.org/wiki/18._juni
http://bs.wikipedia.org/wiki/1929

JIOKa3UBalk€ MATEMATHUUKUX TBPABHU: 'OCHOBHM HHUBO' W 'M€Ta HHBO',
utanujancku eaykaropu Depamnana Apsapeno u Kpucruna Cabena, y
ceoM pany (Arzarello & Sabena, 2011), caommurenom Ha KOH(DEpeHIMjU
EPME 7 (2011), ycBajajyhm mnpeTxoIHO IMOMEHYTE pe3yJTaTe CBOjUX
KoJIera, YBOJE TEOPHjCKH KOHCTPYKT 'METa-KOTHUTHBHO jEIMHCTBO' Kao
KOTHUTHBHO jeIMHCTBO U3Mel)y HMBOa aprymeHranuyje.

OCHOBHOILIKOJICKA HACTAaBHUIM Yy HIKHUM paspeauMa uMajy
npobiemMa Kako ca yBohewmeM ydeHuKa y TIpolece J0Ka3HUBamba
MaTeMaTHYKUX TBPIIHM, TAKO M Ca YYEHHYKHUM INPUXBaTameM MOTpeda 3a
IIOCTOjame J0Ka3a U apryMeHTalyja THX MaTeMaTU4YKuX TBpImU. Mu cMmo
CKJIOHH BjepOBamYy J1a TO, Y BehnHU, MPOU3JIa3u U3 HACTABHUYKUX YBjepermba
Ja ce J0Ka3W MaTeMaTHYKUX TBPAKM Yy apTUMETHIM U PaHO] aiaredpu y
HIOKUM  pa3peauMa OCHOBHE INKOJIE MOTY 3acHHBAjy Ha HEMOTIIYHO]
uHAyKIMju. Ha mpuMmjep, Ha 3axTjeB Aa MOKaXy apUTMETHYKH 3aKOH O
CTaJIHOCTH 30upa

(Va,beN)(a+b = c= (VxeN)(x<a)((a-x)+(b+x) = c))
3HaTaH Opoj CTyJdeHaTa YYHTEJFCKOT IMporpaMa HyAW JABAa-TPH HpHUMjepa
TUIA
20+15=35=(20-7) + (15+7) =13+22=35

y TOTIHYHOM YBjepelmy nAa OM TakBM ONroBOpH Tpebamo na Oymy
IPUXBATIBUBU. MU cMO, Takohe, CKIIOHH YBjepemy /1a BbUXOBE MOTeIIKohe
MPOU3MIIa3e U3 FHUXOBOI HEyouaBama CYIITHHCKHX pa3jinka Mel)y T3B.
IPUPOJHUM U MAaTEMAaTHUYKUM MIPUCTYIIOM Ka JIOKa3uBamby U apryMeHTaluju
MaTeMaTHYKHUX TBPIHBH. Hall KOHIENT /1a CTYACHTH YYUTEJbCKUX TporpaMa
Tpeba na cy damuiIMjapHU HE CaMO ca KOHKPETHHM Beh M ca TeOpUjCKUM
MOJIeNTUMA JIOKAa3MBamkba U apryMEHTaIlje MaTeMaTHUKUX TBPIHH, U3JI0KEH
y OBOM H3Bj€LITajy, 3aCHUBA CE HA TOM YBjepemy, ajll U Ha WU3BjellTajuMa
BEJIMKOT Opoja HMCTpakMBadya MaTEeMaTHYKOT oOpa3oBama (Ha MpUM]Ep:
Hanna, 1989; Duval, 1992; Balacheff, 1987; 1999; Hareland Sowder, 1998,
Mariotti, 2001).

Munusema ¢MO J1a je jelaH o] KJbYYHMX MOMEHaTa y IpolecuMa
CEMHOTHYKHUX pa3MmaTpama (rmpema Burorckom) xoja ce ogHoce Ha notpede
J0Ka3MBalka M pa3yMHjeBama KOHIEMaTa y THUM JOKa3uMa (Jakie,
apryMeHTaiyje) KoHekiuja mehy ajmatuma u 3Hauema KOjU ce KOPHUCTE Y
MaTeMaTHYKOj YYHOHHUIM, C jeJHe CTpaHe, M, C Jpyre CTpaHe,
MaTeMaTHYKHX TOjMOBAa M KOHIIENAaTa MOKPUBEHUX TUM TojMoBHMA. [lon
TUM MHUCIMMO Ja OM peaqu3aTopH HacTaBe MaTeMaTHKe Tpebano na cy
CBJ€CHU KOMIUIEKCHOCTH CBOJUX aKTHUBHOCTH, M MOryhux moreuikoha mpu



TOME, KOje Ce OJIHOCE Ha IUIaHHpame W pealn3alny HACTaBHUX 3aJaTaka y
Wby JlOCe3ala HaMjepa yIo3HaBama Yy4YCHHKA ca JOKa3MBambeM
MaTeMaTHYKUX TBPIbH (T3B. KOTHUTUBHHUX IIUJHEBA HACTABE MATEMATHKeE),
ali ¥ TpUXBaTama IMOCTOjama MOoTpeda 3a JIOKa3WBameM (T3B. LUJLEBU
HACTaBe MaTeMaTHKE BE3aHH Ca pa3BUjambe CIIOCOOHOCTH) W mparehum
aprymMeHranujama (T3B. IUJbEBH HACTaBE MAaTEMAaTHKE BE3aHU Ca pa3BUjarbe
BjEIITHHA, Al W LWJbEBH BE3aHU 3a YCBAjalbeM COLMOMATEMAaTHUKHX
HOopMH Oynyhm fa apryMmeHTanmja Tpeba aa Oyne nmpuxsatribuBa). [Ipu Tome
MHUCIUMO JAa OM y mpolecuMa IJIaHWpama aKTUBHOCTH, DPEaTn3aTopu
HacTaBe Tpebano ma, wu3mely ocramor, Bojme pauyHa o craenehum
KOMITIOHEHTaMa!

1. EmnucTeMHOINIONIKO]j aHAJIM3W TI0jMOBA U O3HAKa KOje HaMjepaBa
71a KOPUCTH;

2. KorHutuBHOj aHANN3H;

3. JlmmakTu4Koj aHATU3M KOHIIENaTa Koje IUIaHupa J1a YBOIH,
HUXOBOM OKPY)KEHbY U FbHXOBOj a/IeKBaTHO] MHTETPAIUjH Y
IPeTX0IHO POpMUpaHEe KOTHUTUBHE PABHU CBOJUX YUCHHKA.

3ak/py4yak

Ham nmpuctyn cyrepumie moryhu HaumH 3a yBoheme Jokasza, u
oOpa3iarame MOTHBA TOT yBoh)ema, HWHIUPEKTHUM IyTEeM Kao U BE3€ THUX
JoKa3a ca MpHUMmagHoM aprymeHtanujoM. [locebHO je BaxkHO Ja ce
KYJITUBMILE HJEja pPALMOHAIHOCTH HEMOryhux KOHTEKCTa Yy Be3H ca
apryMeHTallMjoM KoOja TOTKpeIJbyje eNeMeHTe WHAUPEKTHOr JoKa3a
npernhyhu eJIeMeHTe TeIeOIONTKe KOHTPOJIC U SITHUCTEMUOJIONIKUX 3HAKA.
Y crBapu, y HacTaBu MaTeMaTHKEe, a IMOCEOHO Yy METOJIWIIM HAacTaBe
MaTeMAaTHKe, MOCTOJH CHaXXHAa  moOTpeda 338 3aJ0BOJbABaAIEM
collMoMaTeMaTUYKUX HOPMH BE3aHMX 3a mparehy apryMmeHTanujy y3 Aoka3
HCKEC MaTeMaTHU4IKe TBpI[H)C qume ce HOCHTI/Ipa KOMYHI/IKaTI/IBHa
KOMITOHEHTa Il U €MUCTEeMHOJIONIKA KOMIIOHEHTA MPU PE30HOBAKY BUIIIE
HETO j€ TO CJIy4aj ca TEeJICOJIOMKOM KOMITIOHEHTOM.
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HOW DO PRIMARY SCHOOLS MATHEMATICS PRE-SERVICE
TEACHERS CONSIDER MATHEMATICAL PROOFS AND
MATHEMATICAL ARGUMENTATION
(PERSONAL REFLEXION)

Summary

Starting from a general discussion on mathematical proof, a structural analysis
wascarried out in this presentation, leading to the construction of a model within
whichdirect and indirect proofs can bedescribed and how our students consider these
proofs. The model shows itself a good interpreting tool to identify and explaincognitive and
didactic issues, as well to precisely formulate research hypothesesconcerning students'
difficulties withdirect and indirect proofs. We discuss the theoretical construction of
'cognitive unity’ and ‘meta-cognitive unity’, which may give reason of success and
difficulties in indirect proofs.
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